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Ne ndahodou sdili poéitani se ¢tenim pfiznaény praslovansky zdklad c¢it- s pivodnim vyznamem
rozezndvat (podle [6]). Cist (psat) a potitat jsou prvni dovednosti, kterym se u¢ime ve skole. Jsou
zaloZeny na lidské schopnosti rozezndvat, pfesnéji na tom, co ji odliSuje od té zvifeci: na préci se
symboly a abstrakci.

Zvlaste ¢isla jsou zajimava pro Sirokou Skélu vrstev mysleni, v nichZ vystupuji, po¢inaje okamzi-
tym rozezndnim a pojmenovanim malého pocétu piedméti nebo porovndvanim velkych, ne nutné
urcitych mnoZstvi a konce cisté abstraktni, matematickou konstrukci ¢isel. Je tato Skéla spojita? Je
mozné se od okamzité vnimanych poctti a mnozstvi k abstraktnim ¢islim dostat i jinak?

Po tom, co ndm byla na zdkladnich 8koldch a gymnéziich vStépovana totoznost okamZité vni-
manych poctd i mnoZstvi s abstraktnimi ¢isly, se ndm do ttrob naseho uvazovani o ¢islech pronika
nesnadno, podobné jako se ndm jen stézi dafi ¢ist po pismenech a postupné z nich sklddat slabiky a
slova jako v prvni tfidé. V pfipadé cisel je vSak tirovni abstrakce pfece jen vice, a tak se pfi kalkulacich
s nimi zadrhavdme a slabikujeme nejen v prvni tfidé, ale po cely Zivot.

Na rozdil od ¢teni se navic pfi praci s ¢isly schopnost urcité formy slabikovéni, rozkladu na
elementarni kroky, stdva nutnosti, chceme-li s nimi pracovat pokrocilejsim zptisobem. V podobném

duchu o tom psal jeden z nejzndméjsich matematik, ktery se zabyval teorii ¢isel, Richard Dedekind:

Naopak pravé v této moznosti redukovat takové pravdy [o ¢islech] najiné, jednodussi, bez
ohleduna tojak dlouhd a zjevné uméld je posloupnost vyvozeni, vidim pfesvédcivy dikaz,
Ze jejich osvojeni nebo diivéra v né neni nikdy déna vnitfnim védomim, a nybrZ je nabyta
jen vice ¢i méné tplnym opakovanim jednotlivych krokti odvozeni. Rdd srovnavam tuto
¢innost mysli, tak tézko vysledovatelnou pro hbitost, s niZ ji provadime, s ¢innosti, kterou
provadi zbéhly ¢tenaf pfi ¢tend; [. .. ]

Pokusme se také opatrné opakovat kroky vedouci od pfirozeného pojmu poétu a mnozstvi az
k ¢islim. Nasim hlavnim zdmeérem na rozdil od Dedekindova v pfedchozim odstavci nebude ové-
fovat nase pfirozené tsudky pomoci sledii logickych inferenci, ale porovnavat abstrahovana cisla
s prirozenéjsimi pojmy naseho mysleni a ovéfovat, nakolik jsme viibec téchto abstrakci schopni.

Cesta k pfirozenym ¢isliim pomoci ¢islic a aritmetiky

Aniz bychom potfebovali umét pocitat (ve smyslu ur¢ovani poctu spoctenim nebo provadénim
pocetnich operaci), umime p¥imo vnimat malé pocty objektt, napfiklad ok na kostce. Od urcité
hranice si pfestivame byt pfesnym poctem jisti, dokaZeme ho rozpoznat, jen kdyZ jsou objekty ve
vhodné prostorové konfiguraci (dvé fady po péti, ¢tverec a Sestitihelnik), nebo je v myslenkach do
takovych konfiguraci pfeskupujeme. Neni ted” pro nas podstatné, kde tato hranice je a na ¢em pfesné
zaleZi: jednd se vZdy o malé kone¢né ¢islo.

Vidime okamZité, Ze eee¢ je stejné jako ; 3 a vice nezZ ,°,; pozndme dokonce, Ze je to pravé o e vice.
Tyto okamZzité vnimané pocty se pozdéji nauc¢ime pojmenovévat ¢islovkami a zapisovat ¢islicemi, a

'Z pfedmluvy k Dedekindovu eseji o povaze a vyznamu ¢&isel (v anglickém ptekladu The Nature and Meaning of Numbers
v [3]). Mty pteklad do ¢estiny.



tim si otevieme cestu k matematickym pfirozenym ¢islim (dale budu pojem pfirozend ¢isla pouZivat
jen v matematickém vyznamuy). Klicové pro obé tato vyjddfeni, pomoci dnes bézné uzivanych ¢islovek
a pomoci arabskych ¢islic, je uziti desitkové soustavy. Ta ndm dovoluje vyjadiovat velmi velka cisla
nesrovnatelné stru¢néji oproti unarnimu zdznamu.>

Samotny jazyk by nds ovéem vedl jinym smérem neZ abstraktnim &isltim. Cislovky tucet, kopa
nebo mandel pfipominaji jiné soustavy, které dfive v jazyce doplnovaly tu desitkovou, a jesté néco
podstatnéjsiho: vétsi neurcitost, kterou s sebou tyto vyrazy nesou,’ a jejich omezenost na pomérné
malé pocty. I kdyZ na prvni pohled neni mezi zdpisem arabskymi ¢islicemi a c¢islovkami velky
rozdil, uvédomme si, jak jsou velké desitkové ¢islovky neohrabané: jen v trochu vyssich fadech se
s nimi dostdvdme do obdobnych problémti jako s tucty a veletucty. Po¢inaje bilionem miiZe jeden
nédzev oznacovat rtzné ¢&islo v zavislosti na kulturnich zvyklostech*, podobné vysoka nebo vyssi
¢isla pro nas navic navzdory existujicim vykonstruovanym nazvim (decilion, centilion aj.) nemaji
zadny pfirozeny smysl vzhledem k jednotkam. Samy tyto ¢islovky se spiSe pouZzivaji jako jednotky
v urcitych kontextech: statni dluh se mtize méfit v miliardach (korun) podobné jako se pSenice na
burze prodava po buslech.

Oproti tomu zédpis arabskymi ¢islicemi a s nim spojené techniky kalkulaci se pfimo nabizi pro
konstrukci velkych ¢isel. Arabské cislice a popisy kalkulaci s nimi do Evropy pronikly ve dvanactém
stoleti diky latinskému pfevodu al Chvarizmiho Aritmetickém traktdtu z pocatku devétého stoleti.
Persky ucenec al Chvarizmi hral jen roli prostfednika, ¢islice o0 aZ g znal z Indie. TéZko dnes s jistotou
ur¢ime, co motivovalo taméjsi vynalez desitkovych ¢islic, ale Petr Vopénka v knize [2] vysvétluje, Ze to
byla ,snaha operovat s nepfedstavitelné velkymi ¢isly, a nikoliv s ¢isly uzivanymi v bézZném Zivoté”.
V Indii totiZ stejné jako v Evropé desitkovym ¢islicim predchdzel jiny, pfirozenéjsi, ale zaroveri méné
pravidelny systém, ktery je ve spojeni s abakem a velkou ndsobilkou pro béZnou potfebu dostate¢ny.

Klicové je, Ze spolu s arabskymi ¢islicemi pfiSla do Evropy sada postupi, chcete-li algoritmii,
jak s nimi provadét aritmetické operace. Kalkulace s ¢isly v desitkovém zépisu se daji provadét bez
jakéhokoli znalosti jejich vyznamu, sprdvnost kalkulaci na ni nijak nezévisi. Na rozdil od pocitani
na pocitadle sdm tento kalkul nijak neomezuje velikost ¢isel s nimiz operujeme. Snadno mtizeme
provadét formalné korektni kalkulace, jejichz vysledek stézi vyslovime, natoz abychom ho mohli
v rozumném ¢ase ovéfit na skute¢nych pfedmétech.

Tuto silu si al Chvarizmi uvédomuje a vyuziva ji: hned v tvodu Aritmetického traktdtu vymezuje
pojem &isla: ,,¢islo neni nic jiného nez soubor jednotek” a zdirazriuje, Ze takto je tteba chapat vSechna
¢isla, jakkoli velkd. Postupy se pokousi provazet odiivodnénim spravnosti, snazi se zdtraznit pravi-
delnost konstrukce vyssich f4d z jednotek, a jakousi intuitivni indukci tak spravnost této konstrukce
rozsifit na libovolné vysoké fady. Aby pfedvedl moZnosti nového néstroje, hned v itvodu pouzije jako
pfiklad ¢islo 1 180 703 051 492 863 (zkuste ho pfecist!). Stoji za povSimnuti, Ze kdyZ se pozdéji dostane
k nasobeni, doporuci tzv. devitkovou zkousku (zaloZenou na provedeni vypocétu modulo devét). Tato
zkouska slouzi k odhaleni pocetni chyby, ale nijak neovéfuje spravnost samotnych algoritmt, naopak
stavi na jejich spravnosti.

Dnes se tyto postupy uc¢ime na zdkladni skole jako pisemné s¢itani, odcitani, ndsobeni a déleni, a
zéhy je obdobné a bez vétsich obtiZi aplikujeme na zdporna ¢isla a zlomky, které jsou tedy z hlediska
naseho uvaZovani o ¢islech méné zajimavé. (PovSimnéme si zatim jen, Ze zatimco zlomky, které

al Chvarizmi také zavadél, maji jasnou geometrickou interpretaci, zdporna ¢isla ji postradaji.) U¢ime

? Undrni zaznam pouzivame, kdyZ piSeme ¢arku za kazdou jednotku. Stejné dobfe jako desitkova soustava by ndm
poslouzila soustava o libovolném zékladu: délka zapisu &isla je vzdy pfiblizné tdmérna jeho logaritmu o daném zakladu.
Klasické fimské &islice ovSem, na rozdil od arabskych, degeneruji v tisicich a vyssich fadech na unarni zdznam (MMM. . .).

3 Dobfe to ilustruje anglicky vyraz baker’s dozen (pekatsky tucet), ktery dnes byva chdpan jako t¥indct. Ve star$im slovniku
[4] ale najdeme i ¢trnact. Pekafi totiz tidajné kdysi pfidavali jeden kus (nebo dva) do tuctu, aby se ujistili, Ze pecivo bude
mit pfedepsanou vahu. Vyznam se tu odviji od funkce, ne od piesného pottu. Cislovka pak miize mit dokonce upiestiujici
privlastky podobné jako tradi¢ni miry (¢esky loket, ndmoini mile). Proto se tyto ¢islovky ostatné nékdy nazyvaji pocetni
miry.

4Pro Evropany bilion znamen4 10, ve Spojenych statech a dnes i dalich anglicky mluvicich zemich je roven 107, tedy
nasi miliardé.

5Cesky pteklad byl nedévno vydan spolu s Algebraickijm traktdtem a rozsahlym komentatem Petra Vopénky v knize [2].



se libovolna prirozena ¢isla, pfipadné celd nebo racionalni ¢isla, zapsat pomoci deseti arabskych ¢islic,
pfipadné také znaménka minus nebo zlomkové ¢ary, a u¢ime se s nimi provadét aritmetické operace.
Tyto zapisy ¢isel a vysledky operaci jsou urceny jednoznaéné svymi postupy (az na zlomky, pokud je
nekratime). Jasné ted’ vidime, Ze pfirozend ¢isla vyvstavaji praveé z tohoto kalkulu. Vidime také, Ze jsou
konceptem odlisnym od poctii skutecnych pfedméth: spojeni mezi témito dvéma svéty vytvarime
induktivnim ovéfenim spravnosti postupti pro zdpis nebo provadéni operaci, zjevné je jen pro malé
okamzité vnimané pocty. Pravé toto odtrzeni ¢isel od poctd, které za¢ind formdalné definovanymi
operacemi a spéje k teorii budované z logickych axiomf, je kli¢ové pro rozvoj matematiky.

Jak jinak k formdlnim ¢islam?

se, jak jinak by se dala zavést formalni ¢isla: takova, kterd by méla pfesné definovany zapis a operace.
Pfirozend &isla jsou, jak jsme popsali, zaloZena na tezi, Ze ¢islo neni nic jiného neZ soubor jednotek.
To dobfe odpovidd okamzité vnimanym poctiim (¢ a * jsou ** apod.), ale ne pfirozenému vniméni
velkych mnoZstvi: s tim se pfirozend ¢isla rozchazi. Velkd mnozZstvi redlnych objekti vhimame bud’
jen relativné (,je vice nez”) nebo jako ndsobky néjakych vice ¢i méné pfirozenych celkti. V obou
pfipadech byva toto vnimani navic zatiZené néjakym stupném nejistoty. Pokud bychom vysli praveé
z této nejistoty a pfedpokladu, Ze je néjak ohrani¢end, mohli bychom zkonstruovat intervalovou
aritmetiku v tomto stylu:

(laz2)+(laz3)=(2az5)

To mtliZe na prvni pohled vypadat ldkavé. Intervalovd aritmetika ma dokonce redlné vyuZiti,
ale buduje se z néjakych cisel jako jejich zobecnéni, ne jako jejich alternativa. Pfi bliz§im pohledu
navic vidime, Ze vysledky operace vyjadfuji spiSe neZ nejistotu urcity druh jistoty o operacich s ¢isly,
ktera nezndme piesné. JestliZe mame ¢islo od 1 do 2 a pfi¢teme k nému jiné od 1 do 3, vysledek
bude jisté mezi 2 a 5. Dadle bychom mohli pozadovat, aby vysledky byly ,ostré” v tom smyslu,
Ze vysledny interval neni zbyte¢né velky, a zkoumat, pro jaké sloZit¢jsi matematické operace nebo
algebraické formule 1ze takové piesné intervalové zobecnéni zavést. Takové tivahy vedou k vyuziti
intervalovych vypoctii v oblastech jako je automatické dokazovani vét nebo v numerickych tlohéch,
kde poZadujeme naprosto spolehlivé horni a dolni odhady vysledku.

Zkusme to tedy jinak: Jestlize velkd c¢isla vnimdme jako nasobky néjakych celkti, tak by nase
formalni ¢isla mohla mit dvé ¢asti: pocet a velikost. Pocet by byl néjaky rozumné maly (feknéme od ¢
do ¢ +3) a moznych velikosti by bylo také jen kone¢né mnoho (ozna¢me je tfeba feckymi pismeny
A az Q). Tuto soustavu bychom doplnili jesté o symboly < pro nic a § pro velmi mnoho. Operace by
se podstatné lisily od téch, které zname z béZnych &isel: s¢itdni mezi pocty stejné velikosti bychom
zavedli, pokud by to Slo, pfirozenym zptisobem, v opaéném piipadé bychom misto pfenosu do
vyssich fadh provadéli (podle néjakého pravidla) pfenos do mnoZstvi, a ndsledné do &. Obdobné by
se postupovalo pro dalsi operace a mohli bychom definovat i zdporna ¢isla veetné —§, pfipadné —<.
Pokud bychom chtéli, mohli bychom definovat také vysledek operace x + = = §.

V takovém systému by se mohlo pro nékterd ¢isla x a y stat, Ze x + y = x, pfestoZze y # <,
(x +y) —y # x a zfejmé také x + y = =. Takovéto operace by tedy mély ndm dobfe zndmé vlastnosti
¢isel (asociativitu, distributivitu, jednoznaénost neutralnitho nebo inversniho prvku) jen ve zvlastnich
piipadech. Toje ale jen pfirozené, kdyZ maji reflektovat nepiesnost. Tézko bychom na nich vybudovali
néjakou zajimavou matematiku, nejde totiz o téleso ani jinou vyznamnou algebraickou strukturu:
potiZe by nastaly hned u stfedoskolské algebry: tipravy rovnic by mély nanejvys pfiblizny vyznam.

Na rozdil od intervalové matematiky, o které jsme kratce uvazovali, 1ze takovy systém bez obtiZi
vybudovatinezavisle najinych, matematicky zajimaveéjsich ¢islech. Kdybychom ovsem méli souc¢asné
k dispozici béZn4 cela ¢isla, nabizelo by se ,ptkladat” nami zavedena mnozstvi A, B, T, ..., Q do feci
béznych &isel jako 1,91,92...,9%% a dvojici pocet-velikost nasledné jako soucin odpovidajicich &isel.
Nasim alternativnim &islim by pak odpovidala néjakd podmnoZina celych &isel s pfidanymi prvky



+00 a —o0. Vzhledem k uvedenym vlastnostem by se ale takovym vztahem (ani Zadnym jinym)
nedaly do béznych &isel prenést vysledky operaci s alternativnimi ¢isly. Napiiklad by mohlo platit
*B + ¢A = B, coz odpovida intuitivni predstavé, ze kdyZz k pomérné velkému souboru pfidame
pouhou jednotku, jeho velikost se nezméni, ale do béZznych ¢isel bychom to pfelozili jako 9+ 1 =9,
coz neplati.

Podafilo se ndm nacrtnout konstrukci formdlnich ¢isel, kterd neni zobecnénim ani podstrukturou
béznych matematickych ¢isel. Tato ¢isla tvoii paralelu naseho intuitivniho uvazovani o poctech a
mnoZstvich do té miry, do jaké se da zformalizovat. Kdybychom zavedli vySe uvedeny pieklad do
bé&znych &isel, dostali bychom se pomérné blizko tzv. semilogaritmickému tvaru (zapisu a-10° pomoci
mantisy a a exponentu b). Podstatny rozdil spo¢iva v tom, Ze naSe poc¢ty a mnozstvi vybirdme jen
z kone¢né mnoha hodnot a operace mame zavedené pfimo na nich. Spole¢n4 je naopak logaritmicka
stupnice, kterou tvofijak nase mnozZstvi, tak exponenty, ta navic aproximuje lidské vnimani nékterych
kvantitativnich jev.

Bohuzel se zd4, Ze takto navrzend cisla jsou nanejvys uméld, nepfirozend. Troufdm si tvrdit, Ze
je to v prvé fadé proto, Ze netvoii dost pravidelnou strukturu. Pfirozend schopnost abstrakce a
préce se symboly, na kterou jsme se odvolavali v Gvodu, jde ruku v ruce s hleddnim pravidelnosti,
symetrii, zdkonitosti (jakkoli nemusi v ndmi vnimaném svété vzdy platit). To je nutné nejen pro
vybudovéani néjaké zajimavé formalni matematiky, ale v prvé fadé proto, aby ony abstrakce a symboly
mohly dobfe slouzit jako prostiedek komunikace. Vidime ted’ jasnéji, Ze béZna ptirozena ¢isla, kterd
se ucime ve skole, sice zfejmé neodpovidaji naSemu vnimdni poctt a mnoZzstvi, ale jsou skute¢né
pfirozenym pravidelnym rozsifenim malych poctti, a to zfejmé nejjednodussim. Prozatim tedy nés
pokus o alternativni ¢isla naprosto selhal; jesté se na ngj ale pozdé&ji podivame z jiného dhlu.

Cesta k iraciondlnim ¢islam pomoci algebry

Zacali jsme s pfirozenymi Cisly (o, 1, 2, ... pfipadné jen 1, 2, ...), kterd jsou rozsifenim okamZité
vnimanych poc¢th. Bez velkého vdhani jsme je rozsifili na cela ¢isla pfidanim zapornych. To odpovida
potfebé vychézejici z formalnich kalkulaci a jde o dal$i zpravidelnéni struktury: mame diky tomu vzdy
definovany vysledek od¢itani a miizeme snadno provadét bézné algebraické manipulace s rovnicemi.”
Jak obtizné (nepravidelné) jsou bez zdpornych &isel, se muZete snadno presvéd¢it u al Chvérizmiho,
ktery jesté pokuSeni zadpornych cisel ve svém Algebraickém traktatu odoldval, pfestoZe mu k nim
chybéljen drobny krii¢ek. Dalsim pomérné piimocarym rozsifenim jsou zlomky. Zavedeme-li zlomky
i zdporna Cisla, ziskame racionalni ¢isla, ve kterych je mozné nejen odc¢itat, ale i délit bez omezeni
(aZ na déleni nulou); tato pravidelnost spolu s dal$imi vlastnostmi ¢ini z matematického pohledu
z raciondlnich ¢isel téleso.

Obtiznost prijeti zdpornych &isel spociva predevsim v absenci jejich geometrické interpretace
(a tedy i interpretace na hmotnych predmeétech), dobfe jim ale odpovida jen mirné abstraktni pojem
dluhu, obecnéji pak veli¢iny s opa¢nou orientaci (opa¢nd sila, rychlost). Nezdporné zlomky naopak
jasnou geometrickou interpretaci maji. Jedind dalsi ¢isla, kterd vyvstavaji jako délky tsecek z geo-
metrickych konstrukci (fj. konstrukci pomoci pravitka a kruzitka) jsou ta, ktera z kladnych zlomk
ziskame jednou nebo vice aplikacemi operaci s¢itani, od¢itani, nasobeni a druhé odmocniny. Rik4 se

jim &isla konstruovatelnd a jsou to naptiklad V2 - %, \ V2, tedy \4/5, 242, tedy 2%, nebo 4/ V2 - % +1,

ne vak V2 nebo 2. Tato &sla ziskdvame algebraickym feSenim geometrickych tloh, jako je vypo-
¢et thlopficky obdélniku o danych stranach, a pravé na né se omezoval al Chvarizmi. Stejné jako

® Nejastgji se uvadi hlasitost zvuku nebo tén. Diskuse, zda je tomu tak napifiklad u vnimani jasu nebo véhy spadé
do oblasti psychofyziky, ve které byl navrZzen Stevenstiv mocninny zakon a Webertiv—Fechnertv (logaritmicky) zakon.
Posoudit jejich adekvatnost neumim, ale bezpe¢né se da tvrdit, Ze lidské vnimani neni linedrni a da se ¢asto logaritmickou
stupnici aproximovat. Bez ohledu na to, logaritmickd stupnice dobfe slouZi naSemu vyjadfovani a uvaZovani o (fddovych)
mnozstvich.

7 Jde o dobfe zndmé soubézné tipravy obou stran rovnice pomoci pfi¢itdni a odecitdni, resp. ndsobeni a délent, které
se v al Chvarizmiho Algebraickém traktdtu nazyvaji al dZebr, resp. al mukdbala. Podobné jako autorovo jméno dalo nazev
obecnym formalnim postuptim (algoritmtim), tak prvni z jmenovanych tiprav dala nazev celé algebfe.



pfedchozi druhy c¢isel se kazdé konstruovatelné ¢islo dd zapsat kone¢nou posloupnosti symboli
(k ¢islicim, znaménku minus a zlomkové ¢afe staci pribrat symbol odmocniny a zdvorky).

Kdybychom se v tomto sméru chtéli vydat dale do abstraktni matematiky, pfesli bychom pfidanim
kotenti libovolnych polynomti jesté k algebraickym cisliim. Mezi ta by patfila jak posledni dvé zminénd
¢isla, tak nékterad komplexni &isla.®

Konstruovatelnd ¢isla, resp. kofeny kvadratickych rovnic, jsou i ve 8kole hlavni motivaci pro
zavedenli iraciondlnich ¢isel (takovych, kterd nelze vyjadfit zlomky). UZite¢nost konstruovatelnych
¢isel je zfejmd a diky moZnosti geometrické interpretace je bez obtiZi pouZzival i al Chvarizmi. Samotny
fakt, Ze nékterd konstruovatelnd ¢isla jsou nutné iraciondlni, ale neni o¢ividny. Znamy dtkaz, Ze
odmocninu ze dvou nelze vyjadfit jako zlomek, se dnes bézné probira na gymnéaziich a popularné
se pfipisuje feckému filosofu Hippasovi (5. stol. pf. n. 1.), ktery byl za Sifeni tohoto nepifjemného
objevu tidajné utopen (viz napfiklad [5]). At' uZ je historka pravdiva nebo ne, jisté se touto otazkou

stafi Rekové zabyvali, protoZe vyvstava zcela pfirozené z pokusti néjaké iraciondlni ¢islo jako zlomek
zapsat a sprdvnost takového zdpisu nasledné ovéfit.

Spletita cesta k redlnym ¢islim

Zda se, Ze konstruovatelna cisla jsou dostacujici pro veskeré pfirozené tulohy. Pro¢ se tedy viibec
zavadéji redlnd cisla a co jsou vlastné zac? Pokud znédte odpovéd na obé tyto otdzky, jste snad
aspon na pochybéch, pro¢ se s takovou samoziejmosti zavadéji na zdkladni Skole nebo na gymnaziu.
Podivejme se do gymnazidlni u¢ebnice [1]:

Realnymi ¢isly nazyvame ¢&isla, kterd vyjadiuji délky tsecek (pii zvolené jednotkové
usecce), ¢isla k nim opaénd a nulu. Kazdé redlné ¢islo je na ¢iselné ose zndzornéno pravé
jednim bodem. Kazdy bod ¢&iselné osy je obrdzek praveé jednoho redlného cisla.

Podle toho, co jsme doposud fekli, by toto mohl byt docela dobfe popis konstruovatelnych
¢isel. Motivace je tu evidentné geometrickd, a i kdyZ pfijmeme, Ze je moZné konstruovat tsecky
iracionalnich délek, daval by tento popis smysl jediné za pfedpokladu existence tisecek, které by nesly
pomoci pravitka a kruzitka zkonstruovat z libovolné dané jednotkové tisecky. Takovy predpoklad
je ale velmi nepfirozeny, a o nic lepsi neni motivace odvoldvajici na popis svéta a méfeni veli¢in
v ném. Neni nic, co by pochazelo z méfeni veli¢in nebo eukleidovskych konstrukci a napovidalo, Ze
k popisu svéta je tieba jinych ¢isel nez racionalnich nebo konstruovatelnych. Pfedstava, Ze existuje
vice (a dokonce mnohem vice) délek tisecek, neZ lze popsat racionalnimi nebo konstruovatelnymi
¢isly, jde zcela proti nasi intuici.

Vratme se tedy do pfedchoziho oddilu a zkusme jesté spolu se stfedoskolskymi uc¢ebnicemi
do naseho ¢iselného repertodru pridat nekonstruovatelnd algebraickd ¢isla jako je \3/5, tedy koren
rovnice x> = 2. Motivace k zavedeni takovych &isel neni v pozorovatelném ani geometrickém svétg,
ale v algebie, matematice kalkulaci, kde je jisté oprdvnéna. Mohli bychom chtit vyjadfit stranu krychle
u niz pfedpokldddme, Ze ma objem piresné dvé jednotky. takovou stranu sice neumime zméfit ani
zkonstruovat, ale jedna se o pfirozenou abstraktni tivahu. Zd4 se, Ze jdeme spravnym smérem. Mohli
bychom se od pozorovatelného svéta oprostit zcela a chtit vyfesit veSkeré rovnice, které ndm zavedené
symboly umozni napsat, naptiklad —1 = x%. Nedostali bychom se ovem za hranici jiz zminénych
algebraickych ¢isel.

Zatim jsme zdmérné nechdvali stranou, co vlastné redlnd cisla jsou. Vlastnost, kterou se realna
¢isla bézné charakterizuji, je spojitost: intuitivné to znamend, Ze mezi nimi nejsou mezery. Urcitou
spojitosti, laicky mnohem sndze pochopitelnou, disponuji i raciondlni ¢isla: mezi kazdymi dvéma

8 Jako konstruovateln4 &isla se Casto chapou i zdporné protgjsky skute¢né konstruovatelnych &isel, pak vznikne opét
téleso. Algebraicka ¢isla pro nase tivahy nemaji pfili§ velky vyznam, na zakladni Skole nebo gymnéziich se s nimi nijak
nepracuje, a jak pozdéji uvidime, pfechazi se rovnou o stupen vyse k ¢islim redlnym. Poznamenejme jen, Ze i algebraicka
¢isla tvofi matematicky hezkou strukturu, tedy téleso, Ze je jich stejné jako piirozenych &isel nekoneéné, ale jen spocetné
mnoho a kazdé z nich je mozZné piirozené popsat né&jakou koneénou posloupnosti pfedem vybranych symbolii.



riznymi racionalnimi ¢isly 1ze nalézt dalsi. Siln€jsi vlastnost, kterou poZadujeme po realnych ¢islech,
ma jediny cil: formdlni infinitesimalni pocet, tedy to co studenti znaji pod pojmy limita, derivace
a integral. Tuto vlastnost jasné definoval Georg Cantor v roce 1872 pravé pomoci pojmu limity a
jesté ten samy rok Richard Dedekind pomoci tzv. fezti. Princip Dedekindovych fezi je jednoduchy a
neodvoldva se na jiné oblasti matematiky. Uved'me ho tedy tak, jak ho nastinil sdm Dedekind:

Jestlize se vSechny body na pfimce déli do dvou tfid takovych, zZe kazdy bod z prvni tfidy
lezi nalevo od kazdého bodu z druhé tiidy, pak existuje pravé jeden bod, ktery vytvari
toto rozdéleni do dvou tfid, toto roztrzeni pfimky na dvé ¢asti.”

V pfesné definici fezu se jako onen délici bod zvoli bud’ nejpravéjsi bod prvni tfidy nebo nejlevéjsi
bod druhé ttidy, za fez se povaZuje toto rozdéleni na dvé tfidy a za totoZné se povazuji fezy lisici se
nejvyse zafazenim délictho bodu. Rezy se potom pouZiji pro konstrukci redlnych &isel z racionélnich:
kazdy fez raciondlnich &isel urci néjaké realné. Podrobnéji viz [3]. Zkuste toto zavedeni redlnych ¢isel
vychutnat a uvédomit si, nakolik jsou odlisnd od raciondlnich, pfestoZe to z popisu nemusi byt na
prvni pohled vidét: zkuste tfeba zkonstruovat odmocninu ze dvou jako fez.'° Za pozornost stoji také,
Ze neni moZné kazdé redlné ¢islo zapsat kone¢nou posloupnosti néjakych dohodnutych symbola
(ekvivalentné lze fici, Ze redlnych cisel je nespocetné mnoho). To proto, Ze mimo algebraickych
redlnych ¢isel ndm fezy pfinesly nespocetné mnoho takzvanych transcendentélnich ¢isel.

Dedekindovy fezy se samoziejmé na zdkladni skole ani na gymnéziu neprobiraji, misto toho se
(v rizné mife v z4vislosti na trovni vyuky matematiky) obvykle probere souvislost s limitami: aZ v re-
alnych ¢islech m4 totiz kazdéd shora omezena rostouci posloupnost limitu. Je ovSem tfeba si uvédomit,
Ze puvodni infinitesimalni pocet Leibnize a Newtona nepracoval s dneSnimi rigor6znimi definicemi.
Znama formalni (¢, 6)-definice limity pochazi z 19. stoleti od Augustina-Louise Cauchyho a korektné
na ni zacal stavét az Karl Weierstrass, oznacovany za otce moderni analyzy. Timto zptisobem se
ovSem na gymndaziu matematickd analyza nebuduje. (¢, 6)-definice mtZe byt pfitomna v uebnici, ale
pro zaky jde spiSe o jakousi kouzelnou formuli, coz je jediné dobfe, protoZe intuitivni chapani pro
né na dané drovni ma mnohem vétsi pfinos. Médlokdy se studenti setkaji s limitou, jejiZ hodnotou by
bylo transcendentélni &islo, navic limity obecné je ¢ekaji az v zavéru stiedoskolského studia. Ciselnou
osu, na které ,jsou vidét” redlna ¢isla, uvidi mnohem dfive.

Nyni snad alespori mlhavé vidime, co jsou redlna ¢isla a k ¢emu jsou uZzite¢nd: pro formalizaci
infinitesimalniho poctu. Motivace, kterd pro né byva predkladana na skolach, byva zavadéjici. Nejsem
pedagog a vychazim hlavné z vlastnich, jesté pomérné Zivych vzpominek, které z gymnazia mam.
Cilem tohoto eseje neni kritika gymnazidlni vyuky matematiky, ale domnivam se, Ze by jimnohdy vice
prospél piistup, ktery by sledoval pfirozeny historicky vyvoj myslenek, a hlavné ¢astéjsi premysleni
a diskuse na tkor feseni pfikladi. Mélo by byt jasné, pro¢ se ktery abstraktni pojem zavadi, a pokud
jsou nékteré cile za hranicemi probiraného uciva, nemélo by to byt zastirano nejasnymi popisy.
diu vétSina lidi setkd. NemtiZeme se pfitom nijak odvoldvat na to, Ze by se 1épe hodila pro popis
pozorovatelného svéta. KdyZz docenime jejich propastnou odlisnost od &isel raciondlnich i konstruo-
vatelnych, uvédomime si, Ze pfipadny krticek ke komplexnim ¢isltim je uz jen maly. (Nehodnotime
ted” technickou naro¢nost kalkulaci s komplexnimi ¢isly.)

Abstraktni ¢isla v poéitaci?

Zvlast' v jednadvacatém stoleti se nabizi jesté jedna otdzka tykajici se lidského uvazovani o &islech:
Jsou abstrakitni ¢isla pfirozenéjsi pro pocitace nez pro lidi? Laik by mohl o¢ekavat, Ze pravé pocitace
nejsou ,zatiZeny” pfirozenymi lidskymi zkuSenostmi a mohou pracovat s abstraktnimi matematic-
kymi &isly. Pamét’ pocitacii je sice omezend, ale mohly by umét pracovat alespori s rozumné velkymi

redlnymi, racionalnimi nebo celymi ¢isly.

9IM1j pfeklad z angli¢tiny, opét z [3].
**Népoveéda: Popiste prvky obou tfid fezu vhodnou kvadratickou nerovnici.



Ve skutecnosti, reprezentuje-li pocita¢ pfirozend ¢isla, pouZiva jen ta od 0 do né€jakého pevného
N a vysledky operaci, které pfesdhnou toto maximum se ulozi modulo N + 1 (tedy jako zbytek po
déleni ¢islem N +1). Obdobné se pracuje i s celymi ¢isly. To samoziejmé neodpovidd béZzné aritmetice
na pfirozenych &islech: plati pak mimo jiné N + 1 = 0. Takové aritmetice se ¥ikd moduldrni a ma
mimo jiné tu vyhodu, Ze v rozumné mife zachovéva vlastnosti, na néz jsme zvykli u pfirozenych
¢isel, jako je distributivita a asociativita (ne ovsem pro déleni). Tato reprezentace ¢isel a s ni spojend
aritmetika je z hlediska matematiky pomérné pravidelnd, ale programator se musi mit na pozoru,
protoZe nepracuje s pfirozenymi ¢isly ani jejich podmnoZinou.

Pro reprezentaci redlnych &isel se vétsinou pouziva format s plovouci fadovou ¢arkou (floating
point). Tento format se podoba semilogaritmickému zapisu, ale pouziva dvojkovou soustavu, jeho
exponent i mantisa nabyvaji nékteré z pfedem danych (a tedy omezenych) hodnot a operace na ném
jsou presné definované a zaloZené na vhodném zaokrouhlovéni.

Pozornému ¢tendfi neujde, Ze jsme se oklikou dostali k nasi alternativni konstrukci formélnich
¢isel. Soucdsti této reprezentace jsou mimo jiné zvlastni hodnoty ,nekone¢no” a ,zadporna nula”.
Problémy se shoduji s témi, které jsme popsali u nasi konstrukce, jen se méné casto projevi tak
viditelné, protoze mantisa je dvojkovy zlomek s pomérné vysokou piesnosti a exponent mé velky
rozsah kladnych i zdpornych hodnot. O to zadludné&jsi jsou ale dusledky toho, Ze operace nejsou
vzdy distributivni a asociativni. Miizeme takto reprezentovat vlastné jen raciondlni ¢isla z uréitého
rozsahu s ur¢itou pfesnosti: neni tak napifiklad mozné piesné do pocitace uloZit ¢isla 0,1 nebo %
(protoze pocitace pracuji ve dvojkové soustavé). Tuto reprezentaci ¢isel pouZzivaji napfiklad bézné
tabulkové kalkulatory s oblibou pouzivané na finanéni kalkulace. Nemélo by nas pak piekvapit, kdyz
misto nuly vychadzi nesmirné malé, ale nenulové ¢islo, nebo k ¢éstce, ktera méla vyjit pfesné, jsou pfi
slozitéjsich kalkulacich pfidany néjaké drobné.

Mimo tyto dvé reprezentace se samoziejmé pouZivajiijiné, pokrocilejsi. Ty ale nebyvaji implemen-
tovany hardwarem a jsou tedy programatorsky i vypocetné naro¢néjsi. Z téch jednodussich jmenujme
desitkovou reprezentaci (odpovidajici desitkovému zapisu), kterd se hodi pro presné financni vypocty,
z pokrocilych uz jsme se dotkli intervalové reprezentace. PouZivajf se i rizné symbolické reprezen-
tace, které umoziiuji pfesné pracovat s &isly vyjadienymi vyrazy, jako je V2. Tyto reprezentace ale
nejsou pocitaci ,prirozené”, jsou vysledkem prace programatorti a pouZzivaji se ve specializovanych
aplikacich.

Zaveér

Na cesté za abstraktnimi ¢isly jsme postupovali od okamzité vnimanych poc¢tii a mnoZstvi k pfi-
rozenym ¢&islim a od nich snadno odvozenym ¢&islim celym raciondlnim. Vidéli jsme, Ze klicem
k Gspésnému absolvovani tohoto prechodu je zapis arabskymi ¢islicemi a na néj vdzané kalkulace.
Popustili jsme uzdu fantazii a vyzkouseli, k jakym vysledktim by mohla vést jind, zcela hypotetick4,
méné abstraktni cesta a presvédcili jsme se, Ze abstrakce pfirozené tvofi pravidelnosti a zdkonitosti,
které nemusime vnimat u skute¢nych objektii. Pravé v tomto druhu abstrakce jsou kofeny formalni
matematiky. Pomtickou a motivaci pfi hledani dal$ich ¢isel ndm byla geometrie, kterd nds spolehlivé
zavedla ke zlomktm i konstruovatelnym ¢islim. Dalsi iraciondlni ¢isla, dokonce komplexni, jsme
objevili pouze za pomoci kalkulaci, abstraktnich operaci se symboly. Redlnych &isel v celé jejich krase
jsme dosahli az diky formalizaci infinitesimdlniho kalkulu, a uvédomili jsme si, Ze redlnd jsou tedy
jen do té miry, do jaké je pro nds redlny matematicky pojem limity nebo Dedekindovych fezi.

Pfirozené pocty a mnoZstvi a matematicka i strojova cisla je tfeba spojovat nanejvys opatrné a
neuskodi obcas si pfipomenout, odkud souvislosti i rozdily mezi nimi pochazeji. Nase intuitivni
pfedstavy matematickym ¢isliim vZdy neodpovidaji a dokonce ani ¢isla v pocitaci se nechovaji vzdy,
jak by méla. Pocitejme s tim!
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